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XV-1. 


INTRODUZIONE 


In questo seminario affronteremo il problema dell'esistenza di 
poli di risonanza per alcuni operatori autoaggiunti in L(r3) che sono 
operatori di Hamilton di altrettanti sistemi meccanici quantistici. 

Per introdurre il concetto di polo di risonanza richiamiamo 
brevemente alcuni noti fatti di analisi spettrale. Sia H uno spazio di 
Hilbert e D CC; sia H(B8) una funzione definita in De a valori operatori 
chiusi in H. H(B) si dice famiglia(di openatoni)continua in senso gene- 
ralizzato (0 del gap) se sono soddisfatte le due seguenti condizioni 
[13: ch IV $ 2.6.] 


I) p(H(8.)) #9 ve,E D 


II) VB D VI, E p(H(B.)) IV intorno di B, in D 
tale che 2, € p(H(8)) YVBEVE la funzione 
B> (H(B) - "Ro è continua (in L(H)). 


In tal caso se y è una curva continua semplice e chiusa che separa lo 
spettro di H(B,) (cioè o(H(8,)) = o'(H(B;)) Vo"(H(8,)) e 0'(H(8,)) è con 
tenuto nella componente connessa 
limitata di C-y mentre o"(H(B,)) 

è contenuto nella componente con 
nessa non limitata di C-y),allo- 

ra esiste un intorno V' di B, in 

D tale che y separa c(H(6)) VgEV' 
[13: ch IV th. 3.16]; in partico- 
lare se 0'(H(B,)) = {X,} e , è un 


autovalore isolato di molteplicità 


KV- 2. 


finita m di H(8,), allora H(8) ha esattamente m autovalori (contando la 
molteplicità) nella componente connessa limitata di C-y Vie V; inot 
tre tali autovalori tendono a A, per 8 > B, [13: ch IV $ 3.5]. Questo 
risultato garantisce fra l'altro che o(H(8)) non può espandersi improv- 
visamente al variare di B. 

La famiglia H(B) si dice olomonfa nel senso di Kato se soddi- 
sfa alla I) ed alla 


I1)' vB,ED WA, € p(H(8,)) 3V intorno di 8, in D tale 
che \, € p(H(B)) vB E Ve la funzione 


B+ (H(B) - 1) è una funzione olomorfa in V a valori 


nello spazio di Banach L(H) [13: ch VII Bit, 1,2] 


In questa ipotesi continuano a valere tutti i risultati precedenti e inol 
tre se 0'(H(B,)) è un sistema finito di autovalori (cioè o'(H(B,)) è co- 
stituito solamente da un numero finito di autovalori isolati e di molte- 
plicità finita (18: ‘chiILI $ 6.5]), allora l'intorno V' può essere scel- 
to in modo tale che o'(H(B)) sia costituito dai valori che assumono in È 
le determinazioni di una o più funzioni analitiche in V' con al più ivi 
punti di diramazione algebrici (43: ch VII th. 1.81. 

Esaminiamo ora brevemente un tipo di regolarità più debole. 
Sia H(8) una funzione definita nel dominio D e a valori operatori chiu- 
si in H e sia B, € D un punto di accumulazione di D; si dice che H(B) con 
verge ad H(B,) (oppure è continua in B,) in senso forte generalizzato se 


sono soddisfatte le seguenti condizioni [13: ch VIII S fui]: 


I) p(H(B.)) #9 
I1) 3), € p(H(B,)) ed un intorno V di 8, in D tale che 


i € p(H(B)) WBEVE (A, - H(8)) 7! sa (ha, = H(8,))"! 


Si dice regione di limitatezza, e si indica con bb» l'insieme dei punti 


i, € C tali che esiste un intorno V di B, in D ed una costante M > 0 ta- 
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li che II(A, - H(8)) 1 <M VBE V; si dice 1egione di convergenza for 
Ze, e si indica con dos l'insieme dei punti A, € C che soddisfano II); si 
può provare che [13: ch VIII, th 1.3] A_=A4,0 p(H(8,)). In queste ipo 
tesi il teorema di stabilità della separazione dello spettro non vale più; 
lo spettro può espandersi improvvisamente ed in particolare un autovalore 
isolato di molteplicità finita di H(B,) può "essere assorbito" dallo spet 
tro essenziale di H(8) non appena 8 # B, [13: ch VIII $ 1.3]. Se ciò non 
avviene si può dare la seguente definizione di autovalone stabile. Un au 
tovalore isolato di molteplicità finita As di H(B,) si dice stabile per 
la famiglia H(8) B € D se sono soddisfatte le due seguenti condizioni 

[13: ch VIII $ 1.4] 


= 


I) 36 > 0 tale che {zx €C; 0<]|z-X sl € SK b, 


II) se P(8) = (eri) dl nba (r < 8) 
|z-X,]=r 
allora P(B) TER P(B.). 
Bi* Bg 


Per illustrare il caso in cui l'autovalore non è stabile, sup- 
poniamo che Ho sia un operatore autoaggiunto in H e W un operatore simme 
trico in H te che Hp = H, + FW sia autoaggiunto WF > 0; sotto ipotesi 
molto generali su W [13: Li VII th 1.5] si ha che Hp tende ad H, in sen 
so forte generalizzato per F + 0. Supponiamo che X, sia un N iso 


lato di molteplicità finita 


PAS de dla J 
di H ed un punto dello " s see 
spettro essenziale di Hp 
VF > 0. In tali ipotesi n N sirio dn 


Si può provare che 
[16: th. VII.23] la misu 
ra spettrale di Hp si con- 


centra in A, quando F + 0. Tuttavia la concentrazione della misura spet- 
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trale non è l'unico "ricor- 


do" che Hp conserva dell'au 


tovalore di Ho ma il risol 


vente di He presenta una "sin 


golarità vicino a X," se vie 
ne opportunamente prolungato ° eso (Hp) 
dal semipiano Im z > 0 attra 

verso l'asse reale. Precisiamo quest'ultima affermazione dando la 

(16: ch XII $ 6]. 


Definizione di polo di risonanza 

Usiamo le notazioni or ora introdotte e supponiamo che esista 
un insieme D denso in H tale 
che per ogni w € D le due 
funzioni analitiche 
R(2) = < ys (Hp - 2) y> 
Ro(2) = <a (4-20 4>, 
definite per Im z > 0 ammet- 


tano un prolungamento anali- 


tico attraverso l'asse reale; 


un punto z, € C con Imz, < 0 


tale che R° sia olomorfa in 


v AU NN SPUMA PAGO 


Z; per ogni y € D ed A, abbia 


ivi un polo per qualche y € D 
dicesi (polo di) risonanza per 


Hp ed il numero - Im z dicesi ampiezza della risonanza. 


N.B. Si osservi che nel caso in esame la funzione » è definita ed olomorfa 
in tutto un intorno di \, escluso al più A, ed in tutto il semipiano 
Imz < 0; occorrerà dunque esaminare solamente la funzione che a prio 
ri può non essere definita in nessun punto dell'asse reale. La defini- 
zione precedente è data in forma sufficientemente generale per poter 
considerare anche casi in cui l'autovalore A, non è isolato. 
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Ebbene in molti casi si può dimostrare che vicino ad un autova- 
lore isolato e di molteplicità finita m di Ho si trovano esattamente m po 
li di risonanza di Hp almeno per F vicino a zero. 

Lo studio successivo delle risonanze si articolerà in tre tap- 
pe [1, 2, 3, 6, 7, 11 e per un esposizione riassuntiva v. anche 12 e 16 


ch XIII $ 10]: 


I) Si introduce una famiglia olomorfa di operatori non autoaggiunti ot- 


tenuta dall'operatore H_- per "dilatazione" e di questa si cercano 


F 
gli autovalori isolati, 


II) Si prova che tali autovalori coincidono con i poli di risonanza del- 


l'operatore Hp secondo la definizione precedente. 


III) Si prova infine che i medesimi autovalori tendono agli autovalori di 
Ho quando F > 0; cioè i poli di risonanza di Hp sono “vicini” ai Ji 


velli energetici di Ho 


Ne] seguito considereremo due casi: -il primo trattato in [2,6,11] 
nel quale Ho =-A- - eWs x: H risulta essere l'Hamiltoniano di un 
elettrone attratto da un nucleo di massa infinita posto nell'origine (ato 
mo d'idrogeno), mentre introducendo la perturbazione W si ottiene l'Hamil 
toniano dello stesso sistema posto in un campo elettrico uniforme di in- 

1 (effet 
trattato in [13] 


tensità (proporzionale a) F e con direzione parallela all'asse x 
to Stark). Il secondo in cui H, =VI-A- Ze W= x 
che fisicamente non è altro che il sistema precedente trattato nel caso 
relativistico. 

Introduciamo alcune notazioni su cui generalmente non c'è con- 
cordia. Se A è un operatore chiuso nello spazio di Hilbert H indichiamo 


con o(A) lo spettro di A, con optA) l'insieme degli autovalori isolati di 
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molteplicità finita di A, con Dogg lA) l'insieme o(A) - A) ed infine 
con o,(A) l'insieme dei numeri X € C tali che esista una successione ca 
natterustica per A - A: una successione cioè tale che u, E D(A) e 


lu 15314 zan 0e I(A - XU, I 0. Ricordiamo le seguenti 


nai o na o 


proprietà di o, (A) (ZA E 


1) g,(A) è chiluso 
II) 9A) Co (A) 
III) Fr(0,<5lA)) e o, (A) È 


I. RISONANZE DELL'OPERATORE - A + Fx, - 


SN 


Esponendo i risultati ottenuti in [11] nel caso non relativi- 
stico ci soffermeremo sulle tecniche utilizzabili anche nel caso relati- 
vistico mentre ci limiteremo ad enunciare i risultati ottenuti sfruttan- 
do le particolari proprietà dell'operatore - A. 

Dal punto di vista matematico Avron ed Herbst [ 2] hanno nota- 
to che non conviene trattare FX, come perturbazione di - A - 5 giacché 
tale perturbazione non è piccola in alcun senso qualunque sia F; convie- 


è ; Z 5 ; fa 
ne bensì considerare - 7 come perturbazione di - A + Fx,. Consideriamo 


1 
quindi in primo luogo le proprietà di quest'ultimo operatore. 


Poniamo 
D(h(a)) = S(R°) dia 


Per a € R si ha notoriamente i] 
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Teorema I.1 


Se a ER a #0si ha 


a) h(a) è essenzialmente autoaggiunto 
b) o(h(a)) = R (h(a) indica la chiusura di h(a)). 


Per a € C si ha il seguente 


Teorema 1.2 
Se a EC Ima #0si ha 


a) h(a) ha range numerico W(h(a)) contenuto nel semipiano La = {ZzEC; 


Re 2 > Rea 
Ima 


b) o(h(a)) = g 
D 


Im z}; in particolare è chidibile 


c) h(a)* = h(a) 


d) D(h(a)) = D(- A)ND(x,) 


1 


Commento e traccia della dimostrazione. Osserviamo che eviden- 
= —__tLLia della dimostrazione 


temente 


W(h(o)) C W(- A) + W(0x,) = RT 4 fat; t ER} = Si 


dunque h(a) è un operatore settoriale e quindi chiudibile [13: ch V th 3.4]: 
questo prova a). La prova di b) e c) è ottenuta calcolando esplicitamente 
il semigruppo e 1thta) mediante un procedimento di "separazione delle va- 
riabili" non applicabile al casov1 - A. La prova di d) si ottiene dimo- 


strando che esistono tre costanti a, b, c> 0 tali che 


(1) Info)ulÈ > a Naul? 4 blx ul -clul” yues(ì) 
Infatti: 
In(o)ut? = 1au1° + |a]? ix ul°4+< (d0x, + @ x, A)u, u > = 


= du 1° + la” lx, unÈ + Re a < (Ax, + xjB)u, u> + Ima < [4,x,] Ue iS 


1 Z 2 a) 
ma < (x,4 + Ax sUd>LK7- = 9 =C- 
( 1 DU K Ta] IAU + [a] Ixjul mentre [A, x] 2 x, 


XV- 8. 


onde Ilh(a)u 1° e Il Au 1° + al? (1 (1 Re 2a, lx, un? 


piè. ma < Con pv, w > 


Per ottenere la (1) è sufficiente minorare l'ultimo addendo co] teorema 
di Ehrling e Nieremberg. 

Osserviamo espressamente che la famiglia di operatori h(a) 

Im a > 0 è olomorfa di tipo A nel senso di Kato [13: ‘ch VII $ 2.1], tut- 
tavia ciò non è più vero per Im o = 0 giacché viene a mancare la condizio 
ne di costanza del dominio. 

Siamo ora in grado di introdurre la perturbazione se osser- 
viamo anzitutto che l'operatore di moltiplicazione per - z è relativamen- 
te compatto rispetto a - A [13: ch IV $ 1.3]. 

Introduciamo in L(RÎ) il gruppo, che chiameremo di dilatazio- 
ne, definito da i 


30/2 3 


(U(6)#)(x) = e3/° e(eSx) = ae R erp), 


Consideriamo poi i seguenti operatori, il secondo dei quali è quello che 
ci consentirà di compiere la prima tappa delle tre in cui abbiamo suddi- 
viso lo studio delle risonanze: 


H_(Fx0) = U(O) (- a + Pay) (0)! = - e29 a + FeÙx, 
z 2) -20 ) e z 
H(F,0) = H(F:9) - U(0) CD ss Age o 


Evidentemente H olF» 8) ed H(F,0) sono unitariamente equivalenti rispettiva- 
mente ad H pira 0) ed H(F, "L 8 € R; è inoltre noto che H(F,9) è essenzial- 
mente sanita su C° "n ) 5: chX $ 5]. 

In quanto segue supporremo F > 0 fissato ed osserviamo che la 
famiglia di operatori H(F39) definita per 8 € R ammette un prolungamen- 
to per 8 € C e che în virtù del teorema 1.2 la famiglia H(F:9) Q EC 


0<Im6<7 
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D(H_(F,0)) = D(- A)ND(x,) è olomorfa di tipo A nel senso di Kato ed è co 
stituita da operatori con spettro vuoto. Siamo ora in grado di conside- 
rare anche H(F,0) con 0 EC e 0 < Im908 < Fi tale operatore ci permette- 
rà di ottenere il prolungamento analitico che compare nella definizione 
di risonanza. Le osservazioni precedenti ci permettono di provare il se- 


guente 


Teorema 1.3 È 
La famiglia H(F,6) D(H(F,6)) = D(H_(F,0)), 0E C 0 < mo <7 
è una famiglia olomorfa di tipo A nel senso di Kato ed è costituita da 
‘operatori chiusi con spettro discreto ed indipendente da 6 inoltre la mo] 
teplicità di ciascun autovalore è indipendente da 0. 

Dimostrazione. Per quanto riguarda l'olomorfia la prova si ottie 
ne ‘osservando che giacché si è relativamente compatto rispetto a - A ta 
le è anche rispetto ad H(F:9) veec0<Imo< 3 in virtù della (1) e 
quindi H(F,6) è una famiglia olomorfa di operatori chiusi con spettro di 
screto 13: ch IV th. 1.11 e th 5,35]. 

Fissiamo ora CA e supponiamo che X sia un autovalore di H(F,0,) 
di molteplicità p, allora se @ è vicino a 80° H(F,0) ha esattamente p au- 
tovalori (contando le eventuali molteplicità) vicino a X ed essi sono da- 
ti dalle determinazioni di una o più funzioni analitiche f,(0),...,f,(0) 
con al più un punto di diramazione algebrico in 8 [13: ch VII th. 1.8]; 


d'altra parte se è € R si ha 
H(F,9, + 8) = Ulo, + 8) H(F, 0) U(O, + 8)°' = u(8) (6, ) H(F,0) uo)" uter!- 
- U(0) H(F,0,) u(0)"!. 


Dunque H(F,0, + 9) è unitariamente equivalente ad H(F,6,) V® E R onde 
f;(0, +9) =\ VOERE, per l'analiticità di fi. questo significa che 
f. = i=1, ,h. Di qui l'indipendenza degli autovalori da 6 (compre- 


sa la molteplicità). 
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La seconda tappa, ovvero il legame fra gli autovalori di H(F,6) 


e le risonanze di H(F,0), è dato dal seguente 


Teorema 1.4 
Gli autovalori di H(F,0) giacciono in {z € C : Imz < 0} e so- 
no tutte e sole le risonanze di H(F,0). 
O Dimostrazione. Riportiamo una dimostrazione semplificata in for 
za di alcune idee tratte da [5,6]. Consideriamo l'insieme N = {w€ La 2 
: U(0)y si prolunga in una funzione olomorfa definita per |Im 9| < Li Si 
può provare che N è denso în LÉ(r3) [15: ch XIII $ 10]; consideriamo per- 


tanto la funzione 


(2) f,(2,0) = < UCO)W, (2 - H(F6))"! UCe)y >. 


Evidentemente la funzione z + fj12:9) è olomorfa in C - o(H(F,9)) (e me- 
romorfa in C); anche la funzione 8 + f,(2:9) è olomorfa in 0 < Im 6 < 3 È 
d'altra parte se è E R_U(%) è una trasformazione unitaria onde 


f (2,0 +0) = < U(8) U(O)W, U(0) (2 - H(F,8))"" u(a)"! U(e) UC6)y > = 


f (2,0) 
Dunque fy(2,9) è costante rispetto a 0. 

Se ora avessimo provato che H(F,0) tende ad H(F,Re 06) per 
Im0 +0 in senso forte generalizzato [13: ch VIII $ 1] evidentemente si 


avrebbe 


5 E È Mia é 
f (2,0) > fl?» Re 0) = < w, (z7 - H(F, 0)) ws R,(2) vzeEC 


con Re z < LA Im z < 0. Per le proprietà di analiticità (rispetto a z) ta 
le uguaglianza vale vz € C Imz> 0; questo prova che gli autovalori 
di H(F,0) giacciono nel semipiano Im z < 0, mentre d'altra parte f (2,0) 


) 
fornisce il cercato prolungamento di Ri al semipiano Im z < 0 che ha po- 
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li in ciascun autovalore di 


EA AA 
DIA 


H(F,6) se y è opportuno. Poi 


ché in modo analogo Si può pro 
vare che vz € C Inz > 0 ri- 


sulta 


(3) Ry(2) =<U, (z- H(0,0))"! v > = < U(9)w, (z - H(0,9))"! U(6)y> = 
= fy(2,9) 


e quest'ultima funzione è 
meromorfa in C- egg (H(0,0)) 
Vy € N ed ha poli in cia- 
scun autovalore di H(0,9) 
se w è opportuno, si ha 
subito che z + A (2,0) è 
olomorfa in tutto il setto- 
re - 2 Im(0) > argz> - mr. 
Proviamo infine 
che H(F,0) tende ad H(F,6) 


se LA = Re 0 in senso forte 


generalizzato se Im989+ 0. 


{2 € C; arg z = 0} e se- 
miampiezzanve € C 


0 < |a - 801 < &; se dun- 


39 


que n < Ime si ha 
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Ze? 30 ch 

W(- A e F x) c {zé C; arg(z - zo) E[-7+31Im9, 3 Im 01}. 
Ciò assicura che ogni punto della regione K - {z € C; Imz > 0, Rez< zo) 

20 ovini è n 
o<mo<e_Me H(F,8)); se quindi z è uno di tali 
(H(F,0) - z) Il < 1/dist(z, K)w0eC 0 < Im 0 < Ss. 

‘ (o) 8 co 

Poiché se 8, = Re 6 È, H(F,0) u+ è 0 H(F9)U per Im@8 +0 vu eCF(RÒ) 
che è un core di H(F,9), da [ 13: ch VIII th. 1.5] segue la convergenza 


ha distanza positiva da U 


punti risata la 


forte. 

Abbiamo così completato la seconda tappa; per quanto riguarda 
la terza riportiamo senza dimostrazione il seguente risultato di stabili 
tà che si ottiene sfruttando la relativa compattezza di 1 rispetto a 
-—À 3 th IIL3k 


Teorema 1.5 

Sia X, un autovalore negativo di H(0, 0)=-A- z di moltepli 
cità j, allora se F è piccolo ci sono esattamente j autovalori di H(F0) 
(Im 6 > 0) vicini a A, che convergono a À, per Fa. 

Quest'ultimo teorema assicura che le risonanze di H(F, 0) sono 
vicine agli autovalori di H(0, 0) e che la loro ampiezza tende a zero quan 
do F +0. 


II. I RISULTATI DI ENSS HUNZIKER E VOCK 


Se A è un operatore lineare chiuso nello spazio di Hilber H e 
»\ EO,(A), allora per definizione esiste una successione caratteristica 
per A - }; tale successione non è unica e ciò lascia in molti casi la pos 
sibilità di costruirne una con alcune proprietà prefissate. I] seguente 
teorema fornisce lo strumento per modificare una successione caratteri- 


stica data. 


XV-13. 


Teorema II.1 (di Enss) [5: cfr. anche 17] 
Sia A un operatore chiuso nello spazio di Hilbert H con 
p(A) # de sia Mo ren una successione di operatori equilimitati su H 


con le seguenti proprietà 


(i) Se (u ) è una successione caratteristica per A - \, allora esi- 


mmen 
ste a > 0 tale che 


lim sup IM u Il > a vneEN 
mao nm 


(ii) M_(D(A)) C D(A) e [M » Alu = Bn U + Kr u essendo K_ (2 - A) un ope- 


ratore compatto e IB_lz - AVI 0 per uno (e quindi tutti 
n+% 


gli) z E p(A). 


Allora se (Un nEN è una successione caratteristica per \ - A 


tale è anche v_ = M_ U / IM, Un(n) ! se m(n) è sufficientemente gran 


m(n) 
de vne N. 
Non proveremo questo teorema bensì un suo caso particolare in ..- 
cui lo spazio H = CAS, l'operatore Aèdel tipo A = - A + V con 
2 


VE Loc) tale che A sia chiuso e c7(R") sia un suo core. 


Teorema II.2 


Sia A un operatore del tipo descritto e supponiamo che esista 
c > 0 tale che 


(4) IC - A} ul <clAul vue CR"). 


Allora se X € 0,,A) si può costruire una successione caratteristica 
SR 
(Wan ef in coAR ) per A- 1 spal Vin) =0 vxe o 
Dimostrazione. Se x € cer ) con x(x) =1 vx ER ]|x| <1 
5 Z % 
poniamo Xn 6%) = 99 e M_ fa) =1- Xn 0%). Poiché C7(R") è un core di A, 
se \ € o, (A) si può trovare una successione caratteristica (u_) in 


mmen 


co,_N 
C_(R er A - A: li i = 
gi ) per vogliamo provare che la successione i M_U IMM Ure)! 


m(n) 
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è una successione caratteristica per X - A se m(n) è sufficientemente gran 


de vn € N. Da (4) segue che la successione (1 - atu, è. limitata mentre 


l'operatore A, - A) : è compatto Vn € N onde 


x_Uu 


Un = Cap(1 = 207) CC - au) — 0° ven 


mao 


Dunque IM u Il > 1 vne N; se m(n) EN è tale che IIM u i 4 
i; nom nm(n) 


si ha RS iti 
Mu (n) 
IA - Av I = IA - 2) na Da 
“n min) 
- fritinncs - 
LAO CIMA - Nunn)! + MEM: AI unta) 


Esaminiamo separatamente i due addendi 


Il M_CA - X)Ur(n) MESI Vun(n)! =: 0 


1 X 
IM,» AI Un(n) lado (V x» Funi > - 


- AYA! $ 1 sup Ivyl ii - ur)" Ù 


sup. Axl 0 
nà 


La 

2 
n 
ali 
2 
n 
giacché il fattore Il (1 - uri! contenuto nel primo addendo è limi- 
tato uniformemente rispetto ad n € N in virtù di (4). 


Osserviamo che il teorema precedente continua a valere se in 


luogo di A = - A + V si considera un operatore del tipo A =V1 - a A + V 


essendo a € C-]- ©, 0] VE la 
loc 


me ipotesi di detto teorema: in particolare cioè A è chiuso soddisfa (4) 


(R") purché A soddisfi ancora le medesi- 


e c7(R") è un suo core. Per provare tale affermazione sarà sufficiente 


provare che anche in questo caso 


I pe 
(5) [Mo A) Un(p) “i 
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A tal fine esprimiamo il commutatore che appare in (5) mediante un inte- 


grale oscillante 


[MAI u(x) = i yy VT ad] uls a 


mi 


(20) J] a NE | (xp 0%) - x (y)) 1+a|e]° u(y)dy dE = 


1 
Dl ei J È da (ett(y-x)) (x,y, dt + alel°uly)dy de = 


j=1 


n 
o (ia ® | Di x+t(y-x))dt) vi+aleÈ u(y)dy de = 


j=1 5; (o) 


- n 1 a 
- (2) J ely 1 Di ( f d tt) at a u(y) dy de 
P_jzi 0 %%j (1+9|E]5) 


Il 
__ 
mM 
3 
n 
Ù 
=] 
t—_—_ 


è 
e 
n 


Possiamo ora porre [Ha A Li A, ove A, è l'operatore pseudodifferen- 


ziale con simbolo completo rin tre ge 


n 1 Que, 

dx ,X+t(y-x) j 
a_(x,y,E) = ) (Ja°( dt ——) 
ù si vi 1+a|E] 


se poniamo y(E) = (1 + re b1/4 si ottiene 


(0° 


la, af a (x,y,6)|+]3y 98 a_(x,y,t)]< e v(e)!e1-18] vpen 


E p 

e per ogni a, 8 con |Ja| < 2(1 + [n/3}) |B| < 2(1 +31): sono dunque 
soddisfatte le ipotesi del teorema di Calderon e Vaillancourt [4: th. 
10.3] e la snc ni c è indipendente da p € N; 4 è dunque un operato- 
re limitato in is (R" ) ed esiste C > 0 tale che sia I <C vpen. Que- 


sto prova che 
ULI AJI « 


Donde la (5). 
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Una nozione analoga a quella di successione caratteristica può 
essere introdotta anche nel'‘caso in cui anziché considerare un solo ope 
ratore si consideri una famiglia di operatori chiusi; noi considereremo una 
famiglia del tipo A(F) = - A+ V(F) oppure A(F) =V1 - a4+ V(F) 

(a € C - [- ©, 01) ove V(F) E O per ogni FE © (9 è un sottinsie- 
me di R"), V(F) è tale che A(F) sia chiuso,C-(R") (o S(R")) sia un core 
di A(F) e A(F)* e lo spettro di A(F) sia contenuto in un semipiano indi- 
pendente da F € 2. Supponiamo che V(F) Fa L$ nella topologia di 

6 Lf allora A(F) tende ad A, =- A+ v_ (oppure A =VI - dh + Vo) 
in senso forte generalizzato per F + Fa [ 13: ch VIII th. 1.5]; indichia 
mo con A, il dominio di limitatezza della famiglia A(F) FE £[13: ch 


b 
VIII $ 1.1]. Allora vale il seguente 


Lemma II.1. Sia z€ C tale chez é OpgglA(F)) per F vicino a Je Se 


z& o.(A,) vale la seguente alternativa 


lo) i) ze A, 
oppure (ii) esistono due successioni (Folpe yi" 2 e 
MEDA) a n } 
(up) pen in CR ) (0 in S(R))tali che 


ES, € D(A(F e lu I =1 vpeN, 
E LEE ea ) 


W 0 e ICACF,) - z) Un I_—- 0 


u 
p+o p+o 


Non riportiamo la dimostrazione di tale lemma perché di carat- 


tere elementare [ 17: lemma 5.1]. 


Teorema II.3 (di Hunziker e Vock) 1 
Se A(F) FE Q è una famiglia di operatori che soddisfa le ipo- 


tesi del lemma precedente ed inoltre esiste una costante C > 0 tale che 


XV- 17. 
Li 0, 3 
(6) I(1- A) ulgc A(F)ull Vu CR ) vFea, 


allora l'alternativa (ii) del lemma precedente vale con una successione 
= x| < Vpe N. 
(un) pen tale che u (x) 0 se |x| < p p 


Traccia della dimostrazione. Siano (up ed (F_) le due 


EN p'peN 
successioni la cui esistenza è assicurata da (ii) del precedente lemma. 


Proviamo che la successione 


M_u 
v= Mo P(m)_ nen 
m IM u Il 
m p(m) 
e la successione (Fo(m) men SEPA ancora le condizioni di (ii) pur- 
ché p(m) sia sufficientemente grande v mE N. Da (6) segue che la succes 


sione (1 - 4)} LE pe N è limitata e quindi come nella prima parte del 


teorema II.2 si trae che x u -———> 0 VmeENe quindi 
yi ida 
{ 
ie A 
m+ 


! 
purché p(m) sia sufficientemente grande ym € N. 


D'altra parte 


Il CAF. cn)? - 2) n I < 


1 
S musi (IM_CACF 


pes pin) - z) Up (m)! è AEM ACE, (m)}! uo (m)!? 


I] primo addendo tende evidentemente a zero mentre il commutatore 
[M > AC, (m}?! =[ Xm? “ai A] 


si tratta come nel teorema II.2. Nel caso invece in cui 
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A(F) =V1 - ah + V(F) si ha 


DM ACF (1 = Dego VI - 08) 

e questo si tratta come (5) dimostrando che è un operatore limitato in 
LE (R”) che tende a zero in norma quando m + + ©, 

Utilizziamo il risultato precedente per studiare la stabilità. 
degli autovalori isolati e di molteplicità finita dell'operatore A; Per 
la definizione di autovalore stabile rimandiamo alle condizioni I) e II) 
dell'introduzione [ cfr. 13: ch VIII $ 1.4]. Se A(F) Fe Q è una famiglia 
di operatori che soddisfano le condizioni del teorema precedente, ponia- 


mo (S(p) indica la sfera di raggio p) 


d_ (A,F) = inf {II(X - A(F))ull; ue D(A(F)), Iul= 1, suppunS(n) =9#} 


Teorema II.4 (di stabilità di Hunziker e Vock{[ cfr. 17 th. 1.1]) 
Sia A(F) F € 2 una famiglia di operatori che soddisfa le condi 
zioni del teorema II.3. Sia A € C tale che esistano No e N 6 > 0 ed un 


intorno W di Fa in 2 tali che 


I) dist (A, 0pcg(A(F))) > 4 


11) dla, F) > 6 


Von No V F € W. Allora vale la seguente alternativa 


0 (i) € op lA0) e allora \EA, 
oppure (ii) X € A) e allora è un autovalore stabile per la fami- 
glia A(F) quando F + Egr 


Nota. Nel seguito riportiamo la dimostrazione per il caso 
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A(F) = - 4 + V(F) osservando che nel caso A(F) =v1 - cA4 + V(F) l'unica 
modifica necessaria è quella da apportare alla valutazione del termine 
ITACF)» MI % Il che compare nell'espressione contrassegnata da (*) che 
si maggiora in questo caso conll[v1 - ah, xl!» quantità che tende a ze- 
ro per n > + © in virtù della dimostrazione del teorema II.2. 
Dimostrazione. (i) Se per assurdo X € oplAg) eié do allora 
è verificata la seconda alternativa del teorema II.3 e questo contraddi- 
ce l'ipotesi II). 
(ii) Sere onlA,) allora esiste n > 0 tale che se n> |z-1|>0 
risulta z & op lAo)» zé egg (A(F)) e 
(7) dle, F) > 8/2 = Win > LI VIP; 
inoltre per la parte (i) si ha che z € A: vale dunque la condizione I) 


della definizione (cfr. p. 3). Supponiamo per assurdo che non valga la 


di si I x 1 kh 7, 3 O 
condizione II), allora esistono due successioni LAOREDA ine Cu meN 
in H tali che lu != 1 VmenNe 
P(F n) ge Un mentre pi Uni 0 VmEN. 


a - - W 
Al più passando ad una sottosuccessione si può supporre che { 
mM + co 


d'altra parte da II) segue che 


= W 2 w 
Un PIF) era Pol e 0 A ua PU 
Di qui segue che u = A u = 0. Se in II) fissiamo r tale che 

d_ (2. Fo) > d (A, F_} - r > 6/2 se |z- X]=redmedn sono sufficien- 


temente grandi e poniamo Vpl2) = (2 - LAGO) Un da (7) si ottiene 
* = 
(*) S/2 Mn Sp! SACE SZIM, Val SMI IHICAC), MI vo! 


esaminiamo l'ultimo addendo tenendo presente la (5) 
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IL AF» Ml va! = I[- A, e, vl < 


Li 23, } 
<E = Il y(1-A4) “II(1-4) (2-ACF II Un Il Pei 0 
uniformemente rispetto ad m e z |z - A| = r. Applicando l'operatore 8/2 Mi 


a E sul E ; 
al vettore sie PIE us= (2 i) f Vn(2)d2 si ottiene 
|z-X|=r 
«ye I 
8/2 1M UU I< (27) | IM Un Ldz+ (27) | HE-A, MI Vp(2)ldz 
|z-A|=r |z-X|=r 

Poiché il secondo addendo del secondo membro della precedente disuguaglian 
za tende a zero per n > + e uniformemente rispetto ad m, dall'essere 


r < 6/2 segue subito 


(8) lim limsup IM u Il =0 
nom 
n+0o0 mat o 

D'altra parte per la parte (i) della dimostrazione risulta che A(F) P(F) 
è un operatore limitato in un intorno di Fo dunque 

A(F_)u_ = A(F_) P(F )u mEN è una successione limitata e quindi per 

mm m mom } 
(5) risulta limitata anche la successione (1 - A) Uunme N, per la com- 


pattezza dell'operatore x(1 - 4) si ha pertanto 


o 213 (1-4)? 
lxn Un I=ll Xp(1-4) (1-4) Rio 0 vne N 
questo implica che lim ll M un! = 1 yneENEe ciò contraddice (8). 
m +00 


Osservazione. Il teorema precedente consente di provare il teo 


; ZIA ; 
rema I.5 senza far ricorso alla compattezza di 7 rispetto a - A. Poniamo 


(e) 
infatti A(F)=- A+ s° F x 7 e Z. e H(F, 8) ed osserviamo che per 
il teorema I.3 e la stima (1) si ha subito che A(F) F > 0 soddisfa le 
ipotesi del teorema II.3 mentre wA € C dist(A, Opgg(A(F))) =+ 0 


VF > 0; per poter applicare il teorema II.4 è sufficiente dimostrare 
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DI 2 3 
che se XA è un autovalore di H(0, 8) (e quindi e ù A è un autovalore di 
A_), risulta 
Co) 
2 


d (e 


sh Yn>n vFD)>O. 
n (0) 


A tal fine osserviamo che 


0 
2° 1,F) = inf Iel® a-A(FY)uH> inf|<(2e28-A(F))u, u >| = 


2 


d_ le 


= dist(e”° a, E_(F)) 


essendo E CF) = {< A(F)u, u>; ue D(A(F)), Hull = 1, suppunS(n) = 9}. 
Poiché E_(F) E {<- Au, u>; u € D(A(F))...} + {e3® F<x, u, u3...} + 

Li {el z XK - u, u >; u...} e gli autovalori di H(0, 6) sono contenuti nel 
l'asse reale negativo si 


ottiene subito che di 


d (A,F) —»> A sen(Im 0) 


T; n+ o 


Osserviamo infine che il presente ragionamento non permette di provare la 
stabilità di eventuali autovalori di H(0, 0) con parte reale positiva che 
potrebbero presentarsi quando si sostituisca a - z un potenziale più gene 
rale. 

Per quanto riguarda i risultati di Hunziker e Vock nella loro 


forma generale si rimanda direttamente a [17: th. 5.5]. 
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III. RISONANZE DELL'OPERATORE v1 - A+ Fx, “ s 


: l ; z . 
Anche in questo caso conviene trattare - 7 come perturbazione 


dell'operatore HeF) =V1 - A + Fx,. Si può dimostrare il 


1 
Teorema III.1 

L'operatore Ho(A) è essenzialmente autoaggiunto su c°RÒ). Se 
F>0 o(H_(F)) = R, 


Come nel caso precedente poniamo 


= 


n 
Ho(F. 8) = U(0) Ho(A) U(6) D(HlF» 8)) = S(R) GER. 


Tale famiglia di operatori può essere definita anche per 0 € U, essendo 
U = {6 € C; |a] < 6, |arg 6 - 1/2| < 8}; in quest'ultimo caso le sue pro 


prietà sono date dal 


Teorema III.2 
Esiste S > 0 tale che se GE U 


a) il range numerico di HF» 8) è contenuto nel semipiano 


E = {z€C; arg(z - 1) E€[ - 7+ Im®0, Im 01}; 


b) la sua chiusura è un operatore m- settoriale che indicheremo con 


HlF» 0); 
c) D(H CF 09)) = DVI - 4A)ND(x,). 


/ -20 
Dimostrazione. Poiché l'operatore V1 - e a A è normale, ri- 
sulta [9: prob]. 117] W(V1 - a * A) = Colo (V1 - fuiù A)) ove 


co(A) indica la chiusura dell'involucro convesso di A; d'altra parte 


utilizzando la trasformata di Fourier [18] si ottiene che 


ogg (VI - e °° a) = VT 4 6° tit R'U(0)) e quindi 
W(H_(F, 0)) E W( VI - e A) + nel Xi, 


(o) 1 
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Per quanto riguarda il dominio di URGA 8) si può provare che 
esistono tre costanti positive a, b, c, tali che 


3 


2 
(9) VH_(F, SYut saliva al b Ixzu1° - clut? vue s(RÌ). 


Si procede come nella dimostrazione di (1) osservando che 
(e) RZ 2 
I(VI-A4+ Fe x Ju 1° > AVIR ul? + F° |e | lx ul + 
+ F_ Re e <(V1-4 x t% vVI-A)u, u> + F Im e <I V1-A,x] uu > 


Vu € S(R°). Poiché FIX,» (1-0)31 FU = [MA + iej?, ui + 1a 
1 


est (1+ jd)? è un operatore limitato e poiché 


20, 


IC1-e 9a) ® - (1-2)? ug I(1-e290)? (1-0)? 11 AC IVA VI 


se 8 è sufficientemente vicino a zero, la disuguaglianza (9) è provata. 
Per provare che URGA 0) è m-settoriale è sufficiente prova- 
re che se z € C - E allora z - HF» 8) ha codominio denso. Siano dunque 


FE cARÒ) ed e > 0; dimostriamo che esiste g € cr) tale che 
(10) l(z - H(F» ig srl <<. 


Utilizziamo un adattamento di [ 17: th. 6.1 (iii) ] ed osserviamo anzitut 
to che se x € c°Rò) con 0 x< 1, l'operatore di moltiplicazione 


Fe x x(x) è limitato in LÉ(r3); consideriamo le forme 


EM A Ù, ud D(t) = wu (r3) 


alul = « Fe x x(x)u, u > D(a) 


t[u] 


Lr Ro)iz 
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per esse valgono le ipotesi di [ 13: ch VI th. 3.4] e dunque t + a è una 
forma strettamente settoriale chiusa. Poiché evidentemente l'operatore 
Aj= VI- este x x(x) D(A,) = u'crò) è l'operatore associato 
alla forma t + a[ 13: ch. VI $ 2.1] esso è strettamente m-settoriale ed 
il suo range numerico è contenuto in X; in particolare [13: ch. V th. 3.2] 
ig 


(11) Iz - AYUI < gala 


VIE 


Poiché c(RÎ) l wocara ivo A, tale è anche per A, [13: ch. IV 


th. 1.1]; possiamo pertanto determinare hy (= cRÎ) tale ché 


(12) Hz - AQM = FI KG 
Da (11) e (12) si ottiene 
(13) Tor < (HIFI «=> delay sila 


ove d è indipendente da x ed hy- 
Supponiamo di poter scegliere / € c°(R9) con di A 1, 
Af = f e 


28 , 
24° 


scegliamo allora x tale che yA = A e da (12) otteniamo 


(14) IVA = e CASATO 


() -20 
> IA (2-AQ)hy - fI= 1 (2-Fe x))A hy- AM-e A hy - FI} 
> 1(2-4(F,0))A h, = FI-HVA - °° a, APRI 


Da quest'ultima; da (13) e (14) si conclude che la funzione g = A hy sod 


disfa (10). 
Proviamo infine che (14) può essere soddisfatta esprimendo il 


commutatore che vi compare mediante un integrale oscillante. 
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[vif-e AAT vita = 2n* tai (Ay)- A(x))(1+e 72 ]e|?)?u(y)dy de = 


- (20° ff ev f Le ia t(y-x))(x pvt (1029 21%)*uly)ayde= 


(e) 
3 n 
- (Mi) fi ge ni (x+ t(y-x))dt (14e729|£12)*u(y)dyde = 
. dal j o, -20, 
DI 1 - ie ? 
= (en) [vp yo vel DA (x+ t(y-x))dt —_ pp) u(y)dyde 
dd (i#e © -]E[) 


Dunque il commutatore in questione è un operatore pseudodifferenziale con 


simbolo 
. _=20 
3 I = de Ea 
2A j 
alxyst) = DC E 4 t(y-x))et —=_3) 
j=1 | La (1+e 20|£]9)? 
x 21/4 2 DIR ; a 
Se poniamo w() = (1 + |Je]) e fissiamo n > 0 si ottiene 
|a; È a(x,y,E)| + ]9* 3° al(x.y,E)| <n v(e)lol- 181 
E VOGIE, 
per ab o, B tali che [Ja] € 2(1+ (31), |Bl 42 (1 e 51). purché 


sup |p®* °j A] sia minore di un sn costante Li. solo da n) 
de ogni a e j con |a] € 14, j = 1,2,3. Da qui segue l'asserto giacché 
I[W1 - e °° A, AJI+0 quando n > 0 in virtù del teorema di Calderon e 
Vaillancourt [4: th. 10.3]. 
Evidentemente la famiglia H CF» 8) 0 € U è olomorfa di tipo 
A nel senso di Kato [13: ch VII Si 2 ili anche in questo caso non è possi 
bile un prolungamento all'asse reale perché manca la costanza del dominio. 
Per introdurre la perturbazione - È osserviamo anzitutto che Es. 
sa è relativamente limitata rispetto a VI - A [15: CHX Sr 2]; serlz <a 
si può scegliere U in modo tale che essa sia relativamente limitata ri- 
spetto ad URGE 8) con baund relativo minore di 1 w8 € U. Con tale scel- 


ta di z e di U, scelta che ne] seguito penseremo fissa, poniamo 
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0 


© Zoo = 
H(F, 9) = H(F. 8} =e = D(H(F, 8)) = D(H_(F, 8)). 


adattando opportunamente la prova nota per il caso - A + Fx, - s, si può 


dimostrare che H(F, 0) è essenzialmente autoaggiunto su CR); sempre in 
analogia con tale caso il considerare l'operatore H(F, 8) con 8 comples- 
so ci permetterà di ottenere il prolungamento analitico che compare nella 
definizione di risonanza. Nel caso presente però lo studio dello spettro 
di H(F, 8) si presenta assai più difficoltoso sia perché non è ben noto 
quello di Her. 8), sia perché - z non è relativamente compatto rispetto 
ad H(F. 8). | 

I] seguente teorema ci fornisce le informazioni sullo spettro 


di H(F, 8) necessarie nel seguito; strumento della prova è il lemma II.1. 


Teorema ITI:3 

La famiglia di operatori H(F, 8) @ EU è olomorfa di tipo A 
nel senso di Kato e 

opgg(H(F, 60)) CE. 
Se X € o(H(F, 6)) e A@ LZ, allora A è un autovalore (isolato e di molte 
plicità finita) per H(F, 8) che non dipende da @ insieme alla sua molte 
plicità. 

Dimostrazione. L'olomorfia segue subito dalla costanza del do- 
minio e dall'espressione dell'operatore per definizione [13: ch. VII 
$ 2.1]. Per provare che OggglH(F. 8)) € £ procediamo in due fasi. 

I) Proviamo dapprima che p(H(F, 8)) # 9; procedendo come nel 
teorema III.2 si può provare che esistono quattro costanti d,3d,43:44 


tali che 


2 
(15) 1(H(F,6)-X)ull È > d VT ul °4d,1 x jul C, (d, ii d) Vul 


VUE s(R3) X < 0, inoltre la disuguaglianza (15) continua a valere 


XV-27. 


con le medesime costanti se in luogo di H(F,0) si sostituisce 

H, ==) ol» 0) + t H(F,06) te [0.1]; se si sceglie A ER tale che 
dy 1A da > 0, si trova ce di è un isomorfismo da D(H, (F,0)) dotato del 
la norma del grafico, a L 2(R3 ) poiché tale è H [8: th. 5,2] e quindi 
) € p(H(F,6)). 

II) Siamo ora in grado di provare che 9, (H(F,0)) C E; questo 
insieme al fatto che p(H(F,8)) # 9 ci assicura Pa 0agg(H(F,9)) CL. Sup- 
poniamo per assurdo che ) € o,(H(F,0)), XE C - E; allora per 1tosserva- 
zione che segue il teorema II.2 esiste una successione caratteristica 


(v_) 


tale che Va) = 0 se |x| € n; d'altra parte 


n'nE N 
I (H_(F,0)-X)v I < I(H(F,6)-2)v B+i°-Zy 1 0 
lo) n n ra 
e? 2 z 
i | 122 e a 
giacché Wa $ |e 9| + 0; dunque (v nua è una successio 


ne caratteristica per H, (F, o)" Sa a ciò contraddice il teorema III.2. 
Per provare PL gli eventuali autovalori isolati e di moltepli 

cità finita di H(F,6) @ €U contenuti in C - £ sono indipendenti da 6, 

ragioniamo come nel teorema I.3 ed osserviamo dapprima che se $ € R al- 


lora 


H(F,0 + $) = U(9) H(F,0) u6)"!; 


gli operatori H(F,0 + $) ed H(F,0) sono pertanto unitariamente equiva- 
lenti, essi hanno quindi il medesimo Spettro ed in particolare gli stes- 
si autovalori in C - ©. D'altra parte, per le proprietà delle famiglie 
olomorfe, tali autovalori sono funzioni analitiche di 0 e quindi sono 
necessariamente costanti WV@ € U, 

Nuovamente si può ottenere un legame fra gli autovalori di H(F,8) 


e le risonanze di H(F,0) mediante il seguente 
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Teorema III.4 

Sia X un autovalore di H(F,0) contenuto in C - X; allora 
Im A < 0 e X è una risonanza di H(F,0). 

Dimostrazione. Se N è l'insieme introdotto nel teorema I.4 ed 
f,(2,0),f;(2,0) sono le funzioni date dalle espressioni (2) e (3) rispet 
tivamente, con ragionamenti del tutto analoghi a quelli fatti in quel ca 
so si può provare che f, (2.9) ed fi (2,0) sono costanti rispetto a 0 men- 
tre come funzioni di Zo la prima ha un polo per z = X e w opportuno men- 
tre la seconda è olomorfa in tutto C - X. Supponiamo di aver provato che 
H(F,6) ed H(0,8) tendono rispettivamente ad H(F,0) ed H(0,0) per 6+ 0 


8 € U in senso forte generalizzato [13: ch VIII $ 1.1], allora. 


f (2,0) = R (2) 
v v Wiz: CS Imz> 0 
fp(2.0) s Ry(2) 


Di qui segue che Im XA < 0 giacché Rj(2) è olomorfa per Im z > 0, inoltre 
f (2,0) ed fj(2,0) forniscono i cercati prolungamenti rispettivamente di 
(z) ed Ry(2). 


Proviamo dunque che valgono le asserite convergenze forti: di- 


R 
y 


mostreremo che 1, H(F,0) converge fortemente in senso generalizzato ad 
H(F:0) per 6+0 @ EU. Poiché - = è relativamente limitato rispetto a 


V 1 - A con bound relativo < 1 esiste a € R tale che 


< (VI "0 - iu, u>da vu €D(H(F,6)) HIul=1 
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D'altra parte < (evi - e = A-V1 - A)u,u>E 
ecotve? +t - V1+ t) telo, + ©[} vue D(H(F,6)) llull = 1 e que- 


st'ultimo è un insieme limitato in C che indicheremo con A, dunque il 
0 20 z 


range numerico di e H(F,6) =Ve” -A+Fe ky FT è contenuto nel 


semipiano 


XV- 29. 


4 Cin (410,0) 
RENEE II I A A. -.-_.---------_____m.l 
0 
À 


St (4 (9,9)) 


4 Ce (H(F0)) 


im 
rusonamte | PET Cory(H(F8) 


FF 


babe te tit R}+ [a,+©[, 
Ragionando come nel teorema 1.4 si ottiene la dimostrazione della conver- 


genza forte di H(F,6). Analogamente per H(0,0). 


XV- 30. 


Siamo ora in grado di provare che le risonanze di H(F,0) (ossia 
gli autovalori di H(F,6) @'€U) sono vicini agli autovalori di H(0,0) che 


è il risultato analogo a quello del teorema I.5. 


Teorema III.5 
Se Y indica ancora il semipiano introdotto nel teorema III.2, 
risulta 


= € 
(E E A, Vop(H(F,9)) 


Se poi A è un autovalore di H(0,6) giacente in C - £ (e quindi è autovalo 
re anche di H(0,0) con la medesima molteplicità), allora X è stabile per 
la famiglia H(F,6) F>0. 

Dimostrazione. Poiché evidentemente la famiglia H(F,6)F > 0 è 
del tipo AT <a A+ V(F), per provare il teorema sarà sufficiente mostra 
re che valgono le ipotesi I) ed II) del teorema II.4. Se X € C - X eviden 
temente dist(A, o___(H(F,0))) > dist(A, Z£) > 0 vF in forza del teore- 
ma III.3. 


Proviamo che dl» F) > Ss wF>0senè sufficientemente gran 


ess 


de. A tal fine basta osservare che 


dl» F) > dist(A, 290) 


essendo E, = {< H(F,6)u, u >; u € D(H(F,9)), lull = 1, suppun:S(n) = 9}. 


D'altra parte 


z e 
r 


9 W(H_(F:0)) + toa u, u>, u € D(H(F,9)), lull=1, 


supp un S(n) = 9} 


-9 
onde E, Crt sele in virtù del teorema III.2. Di qui II) e quindi 


il teorema. 


XV-31. 
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